
广义相对论简明  

1 时空度规  

对于平面上的两点，为了确定两点间的距离，我们可以由勾股定理给出：

更一般形式为：

我们称  为线元。

若换成极坐标系，可以得到：

我们发现，在两种坐标系下，虽然坐标不同，但线元的长度不变，我们称之为标量，其值与坐标的选取无关。

我们将上面两式换种表达：

 为坐标变化的微元，右上角的指标用来标记它是第几个坐标，如  。

 被称为度规，一套坐标系就对应一套度规，在笛卡尔系中：

极坐标系中：

简单来说，度规定义了给定坐标如何得到距离。

在四维时空中，有 1 个时间坐标与 3 个空间坐标，我们将其度规写为：

上式已经用了爱因斯坦求和约定，重复指标代表求和，我们称这种操作为缩并。

对于平直时空的直角坐标系：

对于球坐标系：

宇宙学常用的为 RW 度规（坐标为  ）写为：
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线元写为：

将其与球坐标度规相比较，可以发现多了 2 个参数：尺度因子  和空间曲率 。

尺度因子  是时间的函数，反映宇宙在膨胀，我们规定今天的尺度因子等于 1。

空间曲率  是一个常数，曲率为 0 意味着平直空间；曲率为正意味着三维球面空间；曲率为负意味着三维双曲面空
间。

2 矢量与张量  

矢量  我们非常熟悉，就不再多说。

张量  可以看做一个二维矩阵，确定两个指标之后就可以确定一个矩阵元，得到一个数。

我们看到矢量和张量的指标都在上面，其实可以通过度规升降指标，如：

另外，两个度规缩并得到单位矩阵：

3 克氏符与曲率  

在确定度规的情况下，我们可以算出克氏符和曲率，公式如下：

式子中的 “ ” 表示对第几个坐标求导。

克氏符的目的主要是用来算曲率，而曲率表示了时空的弯曲程度，即时空形状，这些现在都可以用 Mathematica 程序
计算。

4 场方程  

爱因斯坦张量用来表示时空的几何形状：

他得出了广义相对论的引力场方程：

其中  为能动张量，表示物质的分布。
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于是场方程的意义就是：时空形状可以决定物质分布，物质分布可以决定时空形状。

我们使用相对论就是在解决如何通过物质得到时空几何，和如何从时空几何反推物质分布的问题。

求广义相对论的一般步骤为：

1. 确定一个度规和物质分布

2. 算出克氏符，算出曲率

3. 带入场方程，列出各个分量的方程组

4. 求解微分方程组
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