
FLRW 宇宙  

1 几何  

本节主要介绍宇宙学中基本的几何。

1.1 RW 度规  

我们在宇宙学中常用自然单位制：

在自然单位制下，宇宙学中最常用的度规为 RW 度规：

其中  为尺度因子，他可以表达出宇宙在演化过程中的膨胀。它规定了宇宙中的物理长度，我们可以将其理解成
宇宙中的距离单位。中括号里的内容交代了坐标距离，但距离只是“数”，缺少单位，所以我们需要再乘一个尺度因

子，这样这个距离就有了  这个单位。

换句话说，所谓度规，是从坐标上的数转化为物理上的量的过程。我们规定现在的尺度因子值为 ，宇宙诞生

之初取 0，所以我们现在的坐标距离就等于物理距离，但如果放在过去，对于相同的坐标距离，物理距离就更短。

我们称坐标  为共动坐标，上面所说的坐标距离可以说成共动距离。

 代表宇宙的空间曲率，因此宇宙的曲率半径可以写为：

在常识中，只有球面才有曲率半径，这里我们可以将宇宙看做一个三维球面来理解曲率半径。曲率为正时宇宙是三

维球面，为负时宇宙是三维双曲面。

对于 ，它可以取任何值，但我们总可以伸缩  使其值归一化，即：

此时宇宙的曲率半径就等于尺度因子 。

我们还可以换一种坐标选取方式，在正曲率情况下做如下变量替换：

那么 RW 度规可以改写为：

若将  归一化，则有更简洁的形式：

这种坐标更可以用三维球面看待，尺度因子是球半径，宇宙上的点只需要用三个角度坐标确定，相当于高一维的球

面坐标系。

其更普通的形式写为：
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我们定义一个有用的量：

这就是哈勃参量，现在哈勃参量的值取为 。

我们以此定义哈勃尺度：

1.2 红移  

由相对论，光在四维时空中走的距离是 0，即：

我们考虑光延  方向传播，没有角度的偏转，所以有：

积分上式，从光源处出发 ，积分到观测者处 ，注意符号，得到下式：

上式可以认为是光波的“头部”的积分关系，对于光波的“尾部”，我们认为它只是比前面的“头部”晚一点出发和到达：

上两式相减：

所以有如下关系：

上式表明了在发出和到达时光子振动的周期正比于尺度因子。

我们通过这个关系定义红移：

如果是现在接收到光，那么红移和尺度因子关系如下：

可以发现，现在（近似）发出的光红移为 0，而宇宙诞生之初发出的光红移为无穷大。

还有一个有用的微分关系（可作为练习）：
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1.3 距离  

1.3.1 共动距离  

共动距离就是坐标的积分：

1.3.2 物理距离  

之前说过，物理距离是尺度因子乘以共动距离，所以定义物理距离：

我们可以得到物理距离与共动距离的关系：

上式  就是共动距离。

我们将我们所能看到最远的距离叫做视界，我们能看到的最远地方是宇宙诞生之初时发出的光，我们定义视界：

这意味着我们能看到的区域是有限的，因为在视界之外天体发出的光传到我们这里要花的时间比宇宙年龄还要大。

1.3.3 角直径距离  

一个天体直径两端分别发出两束光，我们收到它时可以得到它的角直径距离，定义为：

 是天体光发射时的直径，  是观测到的角度。

我们在共动坐标下看，有很清晰的几何关系，就是：

而物理直径与共动直径的关系我们是知道的：

所以我们就得到了角直径距离的红移计算式：

1.3.4 光度距离  

我们测光时可以测得其视光度 ，通过某些手段我们也可以得到它的绝对光度 （功率），两个光度有如下关系：

所以我们定义一个光度距离：
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影响光度测量的有三方面，一是光子数，二是光子能量，三是接收一段波长需要的时间。相比于不膨胀的宇宙，膨

胀宇宙辐射的面积与之前相比要 ，导致单位面积上接收到的光子数以  比例减少。而光子的能量相比之

前以  比例减小，但接收时间由于光子的拉伸以  比例变长。所以我们可以将上面的分析总结：

2 动力学  

本节主要介绍 Friedmann 方程导出的宇宙动力学。求解广义相对论的过程参阅上一章。

2.1 Friedmann 方程  

通过求解广义相对论可以得出下面两个方程：

上面关系到的新物理量有密度 ，压强 ，宇宙学常数（暗能量） 。

上面两个就是 Friedmann 方程。

用哈勃参数替换上式的增长率可得：

广义相对论理论还给出能量守恒方程：

宇宙中存在各种成分，包括物质和辐射等。

在热力学中我们学过密度和压强可以用一个状态方程联系起来，在宇宙学中，我们也定义一个状态方程：

对于普通物质 ；对辐射（看做光速运动的物质） ，对宇宙学常数 。

加入状态方程，能量守恒方程可以写成微分形式：

所以：

对物质 ，对辐射 ，对宇宙学常数 。

2.2 密度参量  

如果我们考虑一个平坦的，无暗能量的宇宙，那么 Friedmann 方程可以简化为：

称这时的密度  为临界密度，今天的值为：
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我们可以通过临界密度来表示宇宙的真实密度，我们定义一个密度参量：

注意上式的定义仅限于物质和辐射。

通过如上定义，我们可以将 Friedmann 方程改写成密度参量的形式：

这就是密度参量形式的 Friedmann 方程。
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