
宇宙学扰动理论  

1 背景时空  

本节介绍了在宇宙学扰动理论中常用的记号与背景。

1.1 记号与背景  

为了方便起见，我们在宇宙几何背景上使用一套共形坐标 ，其度规写为：

同时我们规定一些记号：

其中  为常见的闵可夫斯基度规：

定义共形时间  ：

在这样的约定下，我们有如下可能会用到的关系：

其中状态方程和声速定义如下：

2 时空扰动  

本节介绍了场方程的左边如何化为扰动形式。
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2.1 度规扰动  

在扰动的时空中，度规可以写成如下形式：

我们在这里只考虑度规的一阶扰动，所以所有的二阶以上小量都会被忽略，我们定义扰动量的指标升降运算：

现在我们将扰动项定义细化：

其中：

即  为对称无迹张量。

于是线元可展开为：

2.2 规范变换  

对于给定的背景坐标系，在扰动时空中我们有多种坐标系的选择，规范的选择会直接影响我们计算的难易程度，这

时候就需要规范变换来实现坐标系间的联系。

设背景的坐标为 ，扰动时空中的坐标为  和 ，三者在坐标变换中关联：

其中规范变换矢量  是个小量。

经过复杂的张量运算（推导过程较繁琐，可以参考相关英文文献），我们可以得到度规扰动的规范变换：

2.3 度规扰动的标量、矢量、张量分解  

方便起见，我们将  和  分解。

将  分解为零旋度与零散度部分：

并且定义标量 ：

将  分为三部分：
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仿照上面的定义，  可以用  表示：

我们只需注意：  是对称无迹张量（验证可作为练习），  是对称的横向无迹张量，其意义将会在后文涉
及。

所以在度规扰动中，我们可以将扰动分为三个部分：

1. 标量扰动：

2. 矢量扰动：

3. 张量扰动：

共  个自由度。

2.4 傅里叶空间的扰动  

位置空间的扰动可以由不同模式线性组合而成，在平直的背景下的小扰动的各个模式则可以看作是独立演化的，于

是我们只需研究任意模式下的单个扰动即可。我们写出傅里叶展开的公式：

对于扰动，我们发现我们只需展开  即可导出一整套扰动模式，我们对之作傅里叶展开：

其中  使得他们在  空间有相同的量纲（前后使用同样的“傅里叶约定”即可，不用担心出错），在此列出我们
所使用的傅里叶约定：

空间

空间

于是上节的标量、矢量、张量分解可以修改为如下（可作为练习）：

并且：

为了简化上面的式子，我们选取一个特殊的坐标架，使得：
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经过计算，我们可以得到度规扰动  的 （标量、矢量、张量）部分（可作为练习）：

度规扰动的张量部分是引力波的来源，上式只存在两个空间分量，而我们有规定  轴为波矢方向，不难发现引力波
是横波，而上式也显示了引力波的两个偏振模式，  号偏振与  号偏振。

将以上分量全部组合，得到：

2.5 傅里叶空间的规范变换  

规范变换矢量的傅里叶展开可写为：

于是规范变换可写为：

相当于我们只需在原矩阵下加上一个规范变换矩阵：

2.6 标量扰动  

现在我们只考虑标量扰动，度规可以写为：

其中曲率扰动定义为：
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此时相对背景的扰动部分为：

接下来我们考虑规范变换，我们希望规范变换矢量 也可以写成标量形式，于是我们尝试将  分解成零散

与零旋部分：

 称作横向部分，这在规范变换里将会消失（可作为练习），只剩下 。

于是我们可以得出（可作为练习）：

在傅里叶空间中有：

我们还可以构造两个度规扰动的规范不变量，称为 Bardeen 势（验证可作为练习）：

2.7 共形牛顿规范  

规范的选择可以消掉一部分自由度，共形牛顿规范可以消掉扰动里所有的非对角元，如下：

则有：

现在的度规形式非常简单：
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有了度规就可以算联络，算完联络算曲率，算完曲率就可以算出爱因斯坦张量（可作为练习，用Mathematica计
算），这里给出部分计算结果：

3 物质扰动  

本节介绍了场方程的右边如何化为扰动形式。

3.1 能动张量扰动  

在背景中，广义相对论中理想流体的能动张量：

在均匀各向同性的宇宙中流体静止，故四速只有 分量，又因为：

则有：

我们认为带扰动的能动张量可以写成如下形式：

我们可以写出密度扰动、压强扰动及速度扰动：

其中速度扰动的定义为：

这是在共动坐标系下观察的速度。

同时我们定义一个相对密度扰动：

现在我们可以用  来表达 ：
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用上扰动的度规：

我们可以具体算出（可作为练习）：

通过  可以解出：

现在的四速可以表示为：

于是能动张量可以改写成：

现在我们把空间部分的扰动拆分成对角元部分和无迹部分（实际上是分成理想流体部分和偏离理想流体部分）：

对照前面的式子，可以得出如下关系：

其中  被称为各向异性应力，是一个无迹对称张量，  是它的无量纲形式，在理想流体中为 。

至此，我们发现能动张量扰动可以由以下量组成：

3.2 能动张量扰动的标量、矢量、张量分解  

仿照我们熟悉的 “  分解”，我们可以将  分解为零旋与零散部分：

 分解为：

在傅里叶空间有（可作为练习）：
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3.3 能动张量的规范变换  

利用规范变换的规则（具体推导参阅其他英文文献）我们可以得出各个量的规范变换：

对标量扰动有：

选取共形牛顿规范，得出：

在共形牛顿规范下，只考虑扰动的标量部分，能动张量扰动写为：

4 标量扰动演化方程  

本节推导了标量扰动演化方程并且给出计算实例。

4.1 标量扰动的场方程  

我们分别讨论完了爱因斯坦场方程的两边：几何部分与物质部分。现在我们需要将计算好的内容带入场方程：

我们在共形牛顿规范下讨论标量扰动，求解出如下内容（可作为练习）：

上述爱因斯坦场方程组可以改写为两个限制方程和两个演化方程（可作为练习，提示：运用傅里叶空间和位置空间

的切换）：

限制方程：
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演化方程：

在傅里叶空间的形式为：

4.2 能动张量守恒方程  

广义相对论中能动张量守恒方程在这里也是可以计算的，方程为：

计算结果在此列出：

若是理想流体：

在傅里叶空间的结果：

4.3 理想流体的标量扰动  

运用场方程，在共形牛顿规范下，理想流体情况下标量扰动仅有一个自由度，因为：

带回到场方程中，可以得到：

这个方程组在改用宇宙时  时的结果为：
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我们定义一个规范不变的熵扰动：

结合背景中的关系：

熵扰动可以表达为：

改写上式：

其中，由场方程的前两项：

再结合场方程最后一式，可得标量扰动的演化方程（可作为练习）：

4.4 绝热扰动  

绝热扰动的熵不变，即：

则在傅里叶空间中绝热扰动的演化方程可以化为（可作为练习）：

改用宇宙时  ，结果为：

此时扰动的演化是完全可解的。

若绝热演化发生在超视界尺度，条件为 ，结合扰动的演化方程和状态方程与声速的背景关系，可以得到在超

视界尺度的绝热扰动演化方程：

解得（可作为练习）：
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4.5 正压理想流体的标量扰动  

正压理想流体的状态方程如下：

在这个条件下，扰动演化方程如下：

再利用另外两个扰动方程，在傅里叶空间中可以得到：

至此我们已经基本完成了标量扰动演化方程的构建。

4.6 物质主导宇宙中的标量扰动  

我们在解一个扰动问题时的思路如下：

1. 解出背景演化

2. 将背景量作为已知函数用于解扰动演化

在忽略压强的情况下，物质主导宇宙的近似条件为：

在这个例子中，背景方程为：

在此条件下尺度因子随共形时间的演化为：

带入背景的 Friedmann 方程：

在该情形下扰动演化的方程组为：

最后一式导出：
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可以看到  的随时间衰减部分可以很快被忽略，所以我们认为在物质主导宇宙中：

把  带入扰动演化方程组中，我们可以解出速度扰动：

相对密度扰动为：

在傅里叶空间的解为：

在超视界区域，近似为：

在亚视界区域，近似为：

上式表明相对密度扰动会在进入视界后正比于尺度因子增长。

4.7 辐射主导宇宙中的标量扰动  

辐射主导的条件为：

背景演化 Friedmann 方程为：

背景解为：

扰动演化方程最后一式为：

这个方程的解是一个球贝塞尔函数，最后近似后的结果是一个震荡解（可作为练习）：
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5 规范  

本节将讨论一些不同的规范选择。

5.1 共动规范  

在共动规范下等时面与四速垂直，这意味着空间速度为 ，即：

又有规范变换式：

于是从任意规范变换到共动规范的变换标量构造为：

于是有扰动的共动变换式：

注意上面一堆式子里还悄悄定义了曲率标量扰动：

将上述规范变换用到牛顿规范，得到共动规范与牛顿规范的变换式：

5.2 混合规范  

在牛顿规范下，有如下限制方程：

把右边换成共动规范下的式子，则有：

则式子的左边用的是牛顿规范，右边则是共动规范。这个等号是可取的，虽然规范不同，但等式两边的量实际就应

该相等。
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实际上：

是一个规范不变量。

我们将物质扰动写成共动规范，速度扰动写成牛顿规范，爱因斯坦场方程与守恒方程可以写为（可作为练习）：

5.3 共动曲率扰动  

有上节倒数第四式可得：

我们由此可以得到共动曲率扰动和 Bardeen 势的关系（可作为练习）：

上式可改写为共动曲率扰动的演化方程（可作为练习）：

其中：

可以发现，对于绝热扰动，共动曲率扰动在视界外是一个常数。

演化方程可以完全变为共动规范：

5.4 理想流体标量扰动再讨论  

在理想流体条件下，混合规范中的场方程与守恒方程如下：

共动曲率扰动及其演化如下：
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联立上面的一些方程可以推出 Bardeen 方程（可作为练习）：

共动曲率扰动可以写成如下方程：

假设某一时期状态方程基本为常数，对于超视界的绝热理想流体，上述方程有一特解：

我们可以忽略方程的通解，因为其衰减较快。

所以在状态方程基本不变的假设下：

5.5 同步规范  

同步规范的定义要求为：

于是构造的规范变换为：

在同步规范下度规扰动只存在空间部分：

定义如下标量记号：

在此记号下，空间扰动为：

从同步规范到牛顿规范：
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于是 Bardeen 势可以写为：

在同步规范下爱因斯坦场方程为：

守恒方程为：

6 多成分流体扰动  

本节将从单一流体转向多流体。

6.1 流体成分的基本量  

流体在作为成分时，我们有如下定义：

由  有（可作为练习）：
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流体成分的规范变换：

定义熵扰动：

6.2 流体成分的方程  

对于没有相互作用的流体，背景守恒方程：

所以声速可以写为：

熵扰动写成：

于是带入了背景的规范变换方程如下：
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